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Àííîòàöèÿ � Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðåäóê-
öèè âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ (ÂÑÏ) ñ
öåëüþ ïîíèæåíèÿ ñëîæíîñòè âåðèôèêàöèè òà-
êèõ ñèñòåì. Âåðèôèêàöèÿ ÂÑÏ çàêëþ÷àåòñÿ â
âû÷èñëåíèè èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ôîðìóë
âåðîÿòíîñòíîé òåìïîðàëüíîé ëîãèêè (PCTL,
Probabilistic Computational Tree Logic) â íà-
÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ. Ââåäåíî ïîíÿòèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè ñîñòîÿíèé ÂÑÏ, è îïèñàí àë-
ãîðèòì óäàëåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèé, â
ðåçóëüòàòå ðàáîòû êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ òàêàÿ
ÂÑÏ, ó êîòîðîé âñå ñâîéñòâà, âûðàæàåìûå ôî-
ðìóëàìè ëîãèêè PCTL, ñîâïàäàþò ñî ñâîéñòâà-
ìè èñõîäíîé ÂÑÏ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà � âåðèôèêàöèÿ; âåðîÿòíîñòíûå
ñèñòåìû ïåðåõîäîâ; âåðîÿòíîñòíàÿ òåìïîðàëüíàÿ ëî-
ãèêà; ðåäóêöèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé

1 Ââåäåíèå

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðåäóê-
öèè âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ (ÂÑÏ),
öåëüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîíèæåíèå ñëîæíîñòè âå-
ðèôèêàöèè ñâîéñòâ ÂÑÏ, âûðàæàåìûõ ôîðìóëàìè
âåðîÿòíîñòíîé òåìïîðàëüíîé ëîãèêè PCTL.

ÂÑÏ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèí èç íàèáîëåå øè-
ðîêî èñïîëüçóåìûõ êëàññîâ ìîäåëåé äèñêðåòíûõ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîíÿòèå ÂÑÏ ÿâëÿåòñÿ îáîáùå-
íèåì ïîíÿòèÿ öåïè Ìàðêîâà [1], êîòîðîå èìååò øè-
ðîêèå ïðèìåíåíèÿ â åñòåñòâåííûõ è ãóìàíèòàðíûõ
íàóêàõ. Ïîíÿòèå ÂÑÏ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå
êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòíîãî àâòîìà-
òà [2]. Ãëàâíîé îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïîíÿòèÿ
ÂÑÏ îò ïîíÿòèé öåïè Ìàðêîâà è âåðîÿòíîñòíîãî àâ-
òîìàòà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå âûðàçèòåëüíîãî ëîãè÷åñêî-
ãî ôîðìàëèçìà, ïîçâîëÿþùåãî ýôôåêòèâíî îïèñû-
âàòü ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ïîâåäåíèÿ ÂÑÏ. Â êà÷åñòâå

òàêîãî ôîðìàëèçìà âûñòóïàåò âåðîÿòíîñòíàÿ òåìïî-
ðàëüíàÿ ëîãèêà PCTL ([3], [4]), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé âåðîÿòíîñòíûé àíàëîã òåìïîðàëüíîé ëîãèêè
âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè CTL [5], èñïîëüçóþùåéñÿ äëÿ
ñïåöèôèêàöèè ñâîéñòâ ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåë¼í-
íûõ ïðîãðàìì, è ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåí-
òîì äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ äèñêðåòíûõ âå-
ðîÿòíîñòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ôîðìóëû ëîãèêè PCTL ìîãóò îòðàæàòü ðàçëè÷-
íûå âåðîÿòíîñòíûå àñïåêòû ïîâåäåíèÿ àíàëèçèðóå-
ìûõ ñèñòåì, ê ÷èñëó êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ íàïðèìåð:
÷àñòîòà âûïîëíåíèÿ òåõ èëè èíûõ äåéñòâèé èëè ïå-
ðåõîäîâ â àíàëèçèðóåìûõ ñèñòåìàõ, âåðîÿòíîñòü îò-
êàçà êîìïîíåíòîâ àíàëèçèðóåìûõ ñèñòåì, âåðîÿòíîñò-
íûé õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ àíàëèçèðóåìîé ñèñòå-
ìû ñ å¼ îêðóæåíèåì, íàïðèìåð: ÷àñòîòà ïîñòóïëåíèÿ
âõîäíûõ çàïðîñîâ èëè ñîîáùåíèé, ÷àñòîòà ïîëó÷å-
íèÿ èñêàæ¼ííûõ ñîîáùåíèé (äëÿ ïðîòîêîëîâ ïåðå-
äà÷è ñîîáùåíèé â êîìïüþòåðíûõ ñåòÿõ), è ò.ï.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþ-
ùóþ çàäà÷ó: ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåðîÿòíîñòíàÿ
ìîäåëü àíàëèçèðóåìîé ñèñòåìû óæå ïîñòðîåíà, è òðå-
áóåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü å¼ â òàêóþ ìîäåëü, ÷òîáû çàäà-
÷à àíàëèçà ñâîéñòâ èñõîäíîé ñèñòåìû, âûðàæàåìûõ
âèäå ôîðìóë âåðîÿòíîñòíîé òåìïîðàëüíîé ëîãèêè,
äîïóñêàëà áû áîëåå ïðîñòîå ðåøåíèå äëÿ ðåäóöèðî-
âàííîé ìîäåëè, à ðåçóëüòàòû âåðèôèêàöèè èñõîäíîé
è ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè áûëè áû îäèíàêîâû.

Íåêîòîðûå ïîäõîäû ê ðåäóêöèè ÂÑÏ èçó÷àëèñü
â ðàçëè÷íûõ ðàáîòàõ ïî âåðîÿòíîñòíîé âåðèôèêà-
öèè, îäíàêî â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ áûëè ðàññìîòðå-
íû ëèøü ÷àñòíûå ìåòîäû ðåäóêöèè ÂÑÏ, òàêèå êàê
ðåäóêöèÿ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ ([6], [7]) è ðåäóêöèÿ
îñíîâàííàÿ íà ïîíÿòèè ñèììåòðèè ìíîæåñòâà ñîñòî-
ÿíèé ÂÑÏ ([8], [9]). Äàííûå ìåòîäû ìîæíî ýôôåê-
òèâíî èñïîëüçîâàòü ëèøü äëÿ ÂÑÏ äîñòàòî÷íî ñïå-
öèàëüíîãî âèäà, êàê ïðàâèëî ýòî � âåðîÿòíîñòíûå ìî-
äåëè ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåë¼ííûõ ïðîãðàìì.
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1.2 Èñòîðè÷åñêèé îáçîð è ñîâðåìåí-

íîå ñîñòîÿíèå äåë â îáëàñòè âåðè-

ôèêàöèè âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïå-

ðåõîäîâ

Ïåðâûå àëãîðèòìû âåðîÿòíîñòíîé âåðèôèêàöèè áû-
ëè ïðåäëîæåíû â 1980-å ãîäû â ðàáîòàõ [10], [11],
[12]. Äàííûå àëãîðèòìû áûëè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ âå-
ðèôèêàöèè êà÷åñòâåííûõ âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâ (òî
åñòü òàêèõ, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
èëè 0), çàòåì îíè áûëè îáîáùåíû íà ñëó÷àé âåðèôè-
êàöèè ïðîèçâîëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâ (â ñïå-
öèôèêàöèè òàêèõ ñâîéñòâ ìîãëî ïðèñóòñòâîâàòü ëþ-
áîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè). Ýòè àëãîðèòìû áûëè èç-
ëîæåíû â ðàáîòàõ [4], [13], [14]. Ïðîãðàììûå ðåàëèçà-
öèè ýòèõ àëãîðèòìîâ áûëè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ
[15], [16].

Ïåðâûå ïðîìûøëåííûå ñèñòåìû âåðîÿòíîñòíîé âå-
ðèôèêàöèè áûëè ðàçðàáîòàíû â 2000-õ ãîäàõ [17],
[18]. Ýòè ñèñòåìû âåðîÿòíîñòíîé âåðèôèêàöèè óñïåø-
íî ïðèìåíÿþòñÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ, â òîì ÷èñëå:
àíàëèç ðàñïðåäåëåííûõ àëãîðèòìîâ, òåëåêîììóíèêà-
öèîííûå ïðîòîêîëû, êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü, êðè-
ïòîãðàôè÷åñêèå ïðîòîêîëû, ìîäåëèðîâàíèå áèîëîãè-
÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ñèñòåì âå-
ðèôèêàöèè áûëè îáíàðóæåíû óÿçâèìîñòè è àíîìàëü-
íûå ïîâåäåíèÿ àíàëèçèðóåìûõ ñèñòåì, ïîäðîáíåå ñì.
â [19]. Ïðè ïîìîùè ñèñòåì âåðîÿòíîñòíîé âåðèôè-
êàöèè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû òàêèå õàðàêòåðèñòè-
êè ïðîãðàììíûõ ñèñòåì êàê íàïðèìåð âåðîÿòíîñòü
âòîðæåíèÿ çëîóìûøëåííèêà â êîìïüþòåðíóþ ñåòü,
ìàò. îæèäàíèå âðåìåíè îòêëèêà âåá-ñåðâèñà, è äðó-
ãèå êîëè÷åñòâåííûå è êà÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè.

Íàèáîëåå ïîïóëÿðíîé ïðàêòè÷åñêîé ñèñòåìîé âå-
ðîÿòíîñòíîé âåðèôèêàöèè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ñèñòåìà PRISM [20], ðàçðàáîòàííàÿ íà ôàêóëü-
òåòå êîìïüþòåðíûõ íàóê Îêñôîðäñêîãî Óíèâåðñèòå-
òà (Âåëèêîáðèòàíèÿ) â ãðóïïå Quantitative Analysis
and Veri�cation ïîä ðóêîâîäñòâîì Ìàðòû Êâèàòêîâ-
ñêîé [21].

2 Âåðîÿòíîñòíûå ñèñòåìû ïåðå-

õîäîâ

2.1 Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòíîé ñèñòåìû ïå-

ðåõîäîâ

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
AP , ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ àòîìàðíûìè
óòâåðæäåíèÿìè. Íèæå çàïèñü 2AP îáîçíà÷àåò ìíî-
æåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ AP .

Âåðîÿòíîñòíàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ (ÂÑÏ) (íà-
çûâàåìàÿ òàêæå â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå Discre-

te Time Markov Chain) � ýòî ÷åòâåðêà D âèäà

D = (S, s0, P, L) (1)

êîìïîíåíòû êîòîðîé èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë.

1. S � ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ
ñîñòîÿíèÿìè ÂÑÏ D.

2. s0 ∈ S � âûäåëåííîå ñîñòîÿíèå, íàçûâàåìîå íà-
÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì ÂÑÏ D.

3. P � ôóíêöèÿ âèäà P : S×S → [0, 1] íàçûâàåìàÿ
ôóíêöèåé ïåðåõîäà ÂÑÏ D, è óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ óñëîâèþ:

∀ s ∈ S
∑
s′∈S

P (s, s′) = 1.

Äëÿ êàæäîé ïàðû (s1, s2) ∈ S×S ÷èñëî P (s1, s2)
ïîíèìàåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åñëè â òå-
êóùèé ìîìåíò âðåìåíè D íàõîäèòñÿ â ñîñòî-
ÿíèè s1, òî ÷åðåç îäèí òàêò âðåìåíè D áóäåò
íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè s2. Åñëè P (s1, s2) > 0,
òî ìû áóäåì íàçûâàòü òðîéêó (s1, s2, P (s1, s2))
ïåðåõîäîì èç s1 â s2 ñ âåðîÿòíîñòüþ P (s1, s2).

Íèæå çàïèñü s1
a→ s2 ÿâëÿåòñÿ äðóãèì îáîçíà-

÷åíèåì ïåðåõîäà (s1, s2, a).

4. L � ôóíêöèÿ âèäà

L : S → 2AP (2)

íàçûâàåìàÿ îöåíêîé, êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþ-
ùèé ñìûñë: äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s ∈ S è
êàæäîãî àòîìàðíîãî óòâåðæäåíèÿ p ∈ AP óòâåð-
æäåíèå p ñ÷èòàåòñÿ èñòèííûì â s, åñëè p ∈
L(s), è ëîæíûì â s, åñëè p 6∈ L(s).

ÂÑÏ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãðàô, âåðøèíàìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿ, ïîìå÷åííûå ýëåìåíòà-
ìè ìíîæåñòâà 2AP : êàæäàÿ âåðøèíà s ∈ S èìååò ìåò-
êó L(s), è äëÿ êàæäîé ïàðû (s1, s2) ∈ S × S òàêîé,
÷òî P (s1, s2) > 0, ãðàô ñîäåðæèò ðåáðî èç s1 â s2 ñ
ìåòêîé P (s1, s2).

2.2 Ïóòè â âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåìàõ ïå-

ðåõîäîâ

Ïóòü â ÂÑÏ (1) � ýòî êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé

π = ( s0, s1, . . . ) (3)

òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû (si, si+1) ñîñåäíèõ ñîñòî-
ÿíèé â ýòîì ïóòè âåðíî íåðàâåíñòâî P (si, si+1) > 0.
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3) áåñêîíå÷íà, òî ïóòü π



íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí
íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ÂÑÏ êàê ãðàôà, êàæäûé ïóòü
(3) â íåé ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ð¼áåð (èç s0 â s1, èç s1 â s2, è
ò.ä.).

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïóòü π âûõîäèò èç ñî-
ñòîÿíèÿ s, åñëè ïåðâûì ñîñòîÿíèåì (ò.å. ñîñòîÿíèåì
ñ íîìåðîì 0) ýòîãî ïóòè ÿâëÿåòñÿ s.

Åñëè π � êîíå÷íûé ïóòü âèäà

π = ( s0, . . . , sn ) (4)

òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî π � ïóòü èç s0 â sn. Ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ s0

∗→ sn òîò ôàêò, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïóòü èç s0 â sn.

Äëÿ êàæäîãî ïóòè π âèäà (3) è êàæäîãî s ∈ S
çàïèñü s ∈ π îçíà÷àåò, ÷òî s = si äëÿ íåêîòîðîãî
i ≥ 0.

Îòðåçêîì ïóòè (3) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü π′ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3), ò.å.
ïðîèçâîëüíûé ïóòü âèäà

π′ = ( si, si+1, . . . , si+k ) (5)

ãäå k ≥ 0. ×èñëî k íàçûâàåòñÿ äëèíîé îòðåçêà (5).
Îòðåçîê (5) îáîçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ [si, si+k]. Îòðåçîê
(5) íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì îòðåçêîì ïóòè (3), åñëè
i = 0.

3 Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå âå-

ðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ

3.1 Ñëó÷àéíûå ôóíêöèè

Ïóñòü X è Y � äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà.
Ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé (ÑÔ) èç X â Y íàçûâà-

åòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f âèäà

f : X × Y → [0, 1] (6)

òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ X
∑
y∈Y

f(x, y) = 1.

Äëÿ ëþáûõ x ∈ X è y ∈ Y çíà÷åíèå f(x, y) ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÑÔ f îòîá-
ðàæàåò x â y.

ÑÔ (6) íàçûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé, åñëè
äëÿ êàæäîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé y ∈ Y ,
òàêîé, ÷òî f(x, y) = 1. Åñëè f � äåòåðìèíèðîâàííàÿ
ÑÔ âèäà (6), è x, y � òàêèå ýëåìåíòû X è Y ñîîòâåò-
ñòâåííî, ÷òî f(x, y) = 1, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
f îòîáðàæàåò x â y.

Åñëè f � ÑÔ èç X â Y , òî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ýòîò ôàêò çàïèñüþ f : X →

r
Y . Ìû áóäåì íàçûâàòü

X îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ÑÔ f , à Y � îáëàñòüþ
çíà÷åíèé ÑÔ f .

Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X çàïèñü idX
îáîçíà÷àåò äåòåðìèíèðîâàííóþ ÑÔ X → X, êîòîðàÿ
îòîáðàæàåò êàæäûé x ∈ X â x.

3.2 Ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àé-

íûì ôóíêöèÿì

Åñëè ÑÔ f èìååò âèä f : X →
r
Y , è íà ìíîæåñòâàõ

X è Y çàäàíû óïîðÿäî÷åíèÿ èõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå
èìåþò âèä (x1, . . . .xm) è (y1, . . . , yn) ñîîòâåòñòâåí-
íî, òî ÑÔ f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðèöû (îáî-
çíà÷àåìîé òåì æå ñèìâîëîì f)

f =

 f(x1, y1) . . . f(x1, yn)
. . . . . . . . .

f(xm, y1) . . . f(xm, yn)

 (7)

Íèæå ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ÑÔ f ñìàòðèöåé
(7).

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî êîíå÷-
íîãî ìíîæåñòâà X, ÿâëÿþùåãîñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëå-
íèÿ èëè îáëàñòüþ çíà÷åíèé êàêîé-ëèáî èç ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ÑÔ, íà X çàäàíî ôèêñèðîâàííîå óïîðÿ-
äî÷åíèå åãî ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé
ðàññìàòðèâàåìîé ÑÔ ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ìàòðèöà
îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.

Äëÿ êàæäîé ÑÔ f : X →
r

Y è ëþáûõ x ∈ X,

y ∈ Y ìû áóäåì íàçûâàòü

• ñòðîêó (f(x, y1), . . . , f(x, yn)) ìàòðèöû f � ñòðî-
êîé x, è

• ñòîëáåö

 f(x1, y)
. . .

f(xm, y)

 ìàòðèöû f � ñòîëáöîì y.

Åñëè f è g � ÑÔ âèäà f : X →
r
Y, g : Y →

r
Z,

òî èõ êîìïîçèöèåé íàçûâàåòñÿ ÑÔ f · g : X →
r
Z,

îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀x ∈ X (f · g)(x)
def
=
∑
y∈Y

f(x, y) · g(y, z) (8)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, èç
(8) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà f ·g ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
ìàòðèö f è g.

3.3 Ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðî-

ÿòíîñòíûì ñèñòåìàì ïåðåõîäîâ

Ïóñòü çàäàíà ÂÑÏ D = (S, s0, P, L), è ñïèñîê ýëåìåí-
òîâ ìíîæåñòâà S èìååò âèä (s1, . . . , sn).

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

1. Ñèìâîë 1 îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç
îäíîãî ýëåìåíòà, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ñèìâîëîì e.



2. Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s ∈ S çàïèñü Is îáîçíà-
÷àåò äåòåðìèíèðîâàííóþ ÑÔ âèäà I : 1 →

r
S,

îòîáðàæàþùóþ ýëåìåíò e ∈ 1 â ñîñòîÿíèå s
ÂÑÏ D.

3. Äëÿ êàæäîãî n ≥ 0 îáîçíà÷èì çàïèñüþ Pn ÑÔ
âèäà Pn : S →

r
S, îïðåäåëÿåìóþ èíäóêòèâíî:

P 0 def
= idS , è ∀n ≥ 0 Pn+1 def

= Pn · P . Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ÑÔ P i,
èìåþò ñëåäóþùèé âèä: P 0 � åäèíè÷íàÿ ìàòðè-
öà, è ∀n > 0 ìàòðèöà Pn ÿâëÿåòñÿ n-é ñòåïåíüþ
ìàòðèöû P .

Äëÿ ëþáûõ n ≥ 0, s1, s2 ∈ S ÷èñëî Pn(s1, s2)
ìîæíî ïîíèìàòü êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åñëè
â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè ÂÑÏ D íàõîäèòñÿ
â ñîñòîÿíèè s1, òî ÷åðåç n òàêòîâ âðåìåíè D
áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè s2.

4 Ëîãèêà PCTL

4.1 Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïå-

ðåõîäîâ

Ëîãèêà PCTL (å¼ íàçâàíèå ÿâëÿåòñÿ àááðåâèàòóðîé
àíãëîÿçû÷íîãî íàçâàíèÿ Probabilistic Computati-
on Tree Logic) � ýòî òåìïîðàëüíàÿ ëîãèêà, ïðåäíà-
çíà÷åííàÿ äëÿ ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ÂÑÏ.
Ëîãèêà PCTL áûëà ââåäåíà Õ. Õàíññîíîì (H. Hansson)
è Á. Äæîíññîíîì (B. Jonsson) â ðàáîòå [4].

4.2 Ôîðìóëû ëîãèêè PCTL

Â îïðåäåëåíèè ïîíÿòèÿ ôîðìóëû ëîãèêè PCTL ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâîAP àòîìàðíûõ óòâåð-
æäåíèé, ââåä¼ííîå â ïóíêòå 2.1.

Ôîðìóëû ëîãèêè PCTL äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà:
StateFm �ôîðìóëû ñîñòîÿíèé, è PathFm �ôîð-
ìóëû ïóòåé. Ôîðìóëû èç StateFm è PathFm ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè ϕ è α ñîîòâåòñòâåííî
(âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè), à ôîðìóëó ïðîèçâîëüíîãî
âèäà � ñèìâîëîì f (âîçìîæíî, ñ èíäåêñîì).

Êëàññû StateFm è PathFm îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

• StateFm:

1. Êàæäîå àòîìàðíîå óòâåðæäåíèå p èç AP
ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé èç StateFm.

2. Ñèìâîëû > è ⊥ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëàìè èç
StateFm. Äàííûå ñèìâîëû îáîçíà÷àþò òîæ-
äåñòâåííî èñòèííîå è òîæäåñòâåííî ëîæ-
íîå óòâåðæäåíèå ñîîòâåòñòâåííî.

3. Åñëè ϕ1 è ϕ2 � ôîðìóëû èç StateFm, òî
ñëåäóþùèå çàïèñè ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè èç
StateFm:

¬ϕ1, ϕ1 ∧ ϕ2, ϕ1 ∨ ϕ2,
ϕ1 → ϕ2, ϕ1 ↔ ϕ2

4. Åñëè

� 4 � ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë, êîòîðî-
ìó ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ (îáîçíà÷à-
åìàÿ òåì æå ñèìâîëîì) âèäà

4 : [0, 1]× [0, 1]→ {0, 1}

� a � ÷èñëî èç [0, 1], è

� α � ôîðìóëà èç PathFm

òî çàïèñü P4aα � ôîðìóëà èç StateFm.

• PathFm:

1. Åñëè f � ôîðìóëà ëîãèêè PCTL, òî çàïèñü
Xf ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé èç PathFm.

2. Åñëè ϕ1 è ϕ2 � ôîðìóëû èç StateFm, òî
ñëåäóþùèå çàïèñè ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè èç
PathFm:

(a) ϕ1U
≤nϕ2, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî

(b) ϕ1Uϕ2

3. Åñëè α � ôîðìóëà èç PathFm, òî çàïèñü
¬α ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé èç PathFm.

Â çàïèñè ôîðìóë èç PathFm ìîãóò èñïîëüçîâàòü-
ñÿ ñèìâîëû F è G, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîêðàùåíè-
åì çàïèñåé >U è ¬F¬ ñîîòâåòñòâåííî (ò.å., íàïðè-
ìåð, çàïèñè Fα è G≤nα îáîçíà÷àþò ôîðìóëû >Uα
è ¬F≤n¬α ñîîòâåòñòâåííî).

4.3 Çíà÷åíèÿ ôîðìóë ëîãèêè PCTL â

ñîñòîÿíèÿõ âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì

ïåðåõîäîâ

Ïóñòü D = (S, s0, P, L) � íåêîòîðàÿ ÂÑÏ.
Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s ∈ S è êàæäîé ôîðìóëû

f ëîãèêè PCTL îïðåäåëåíî çíà÷åíèå ôîðìóëû f â
ñîñòîÿíèè s, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ s(f), è

1. åñëè f ∈ StateFm, òî s(f) ∈ {0, 1}, è

• â ñëó÷àå s(f) = 1 ôîðìóëà f ñ÷èòàåòñÿ èñ-
òèííîé â s,

• â ñëó÷àå s(f) = 0 ôîðìóëà f ñ÷èòàåòñÿ
ëîæíîé â s

2. åñëè f ∈ PathFm, òî çíà÷åíèå s(f) ÿâëÿåòñÿ
÷èñëîì èç [0, 1] è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ôîðìóëà f èñòèííà â ñîñòîÿíèè
s.



Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû f ëîãèêè PCTL ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü çàïèñüþ S(f) âåêòîð-ñòîëáåö s1(f)

. . .
sn(f)


Çíà÷åíèÿ ôîðìóë ëîãèêè PCTL â ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ

îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêöèåé ïî ñòðóêòóðå ôîðìóë â ñî-
îòâåòñòâèè ñ èçëàãàåìûìè íèæå ïðàâèëàìè. Â îä-
íèõ ïðàâèëàõ ìû îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå s(f), â äðó-
ãèõ � îïðåäåëÿåì âåêòîð-ñòîëáåö S(f) öåëèêîì. Â
ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþ-
ùèå îáîçíà÷åíèÿ.

• Äëÿ ëþáûõ U =

 u1

. . .
un

, V =

 v1

. . .
vn

 èç

[0, 1]n çàïèñè max(U, V ) è U ◦V îáîçíà÷àþò âåê-
òîðà  max(u1, v1)

. . .
max(un, vn)

 è

 u1 · v1

. . .
un · vn


ñîîòâåòñòâåííî.

• Åñëè A è B � ìàòðèöû ïîðÿäêîâ n × n è n × 1
ñîîòâåòñòâåííî ñ êîìïîíåíòàìè èç [0, 1], òî çà-
ïèñü [A∗ ·B] îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, ïîëó÷àåìóþ

� çàìåíîé âñåõ íåíóëåâûõ êîìïîíåíòîâ A è
B íà 1, è

� âû÷èñëåíèåì (
∑
i≥0

Ai) ·B, ãäå ñëîæåíèå ïî-

íèìàåòñÿ êàê äèçúþíêöèÿ (ò.å. ñóììà
∑
i≥0

Ai

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé)

Ïðàâèëà îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ôîðìóë ëîãèêè
PCTL â ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ èìåþò ñëåäóþùèé âèä.

• Äëÿ êàæäîãî p ∈ AP s(p)
def
=

{
1, åñëè p ∈ L(s)
0, èíà÷å

• s(>)
def
= 1, s(⊥)

def
= 0.

• s(¬f)
def
= 1 − s(f), s(ϕ1 ∧ ϕ2)

def
= s(ϕ1) · s(ϕ2), è

ò.ä.
(ò.å. çíà÷åíèÿ ôîðìóë êîììóòèðóþò ñ áóëåâû-
ìè îïåðàöèÿìè).

• s(P4aα)
def
= 4(s(α), a).

• S(Xf)
def
= P · S(f).

• Ïóñòü αn = ϕ1U
≤nϕ2 (ãäå n ≥ 0). Òîãäà

S(α0)
def
= S(ϕ2)

∀n > 0 S(αn)
def
= max (S(ϕ2), S(ϕ1) ◦ S(Xαn−1))

• Ïóñòü α = ϕ1Uϕ2. Òîãäà S(α) îïðåäåëÿåòñÿ ñè-
ñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

S(α) = max
(
S(ϕ2), [P ∗·S(ϕ2)]◦S(ϕ1)◦(P ·S(α))

)
5 Ìåòîä ðåäóêöèè âåðîÿòíîñòíûõ

ñèñòåì ïåðåõîäîâ

5.1 Çàäà÷à ðåäóêöèè âåðîÿòíîñòíûõ ñè-

ñòåì ïåðåõîäîâ

Åñëè àíàëèçèðóåìàÿ ÂÑÏ èìååò áîëüøîé ðàçìåð, òî
àíàëèç å¼ ñâîéñòâ, âûðàæàåìûõ ôîðìóëàìè ëîãèêè
PCTL (ò.å. âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôîðìóë ëîãèêè PCTL
â ñîñòîÿíèÿõ ýòîé ÂÑÏ), ìîæåò áûòü ñâÿçàí ñ òðóä-
íîâûïîëíèìûìè òðåáîâàíèÿìè ê âû÷èñëèòåëüíûì ðå-
ñóðñàì, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ ýòîò
àíàëèç. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðåäñòàâëÿåò áîëüøóþ àê-
òóàëüíîñòü ïðîáëåìà ðåäóêöèè ÂÑÏ, ò.å. óäàëåíèÿ
÷àñòè ñîñòîÿíèé è ïåðåõîäîâ àíàëèçèðóåìîé ÂÑÏ, ñ
òàêèì ðàñ÷åòîì, ÷òîáû ïîëó÷èâøàÿ ÂÑÏ áûëà ýêâè-
âàëåíòíà èñõîäíîé â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ êàæäîé
ôîðìóëû ñîñòîÿíèé f ëîãèêè PCTL ôîðìóëà f èñ-
òèííà â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè èñõîäíîé ÂÑÏ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èñòèííàÿ â íà÷àëüíîì ñîñòî-
ÿíèè ðåäóöèðîâàííîé ÂÑÏ.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ìåòîäà ðåäóêöèè ÂÑÏ îñíîâàíà íà ïîíÿòèè ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ñîñòîÿíèé ÂÑÏ: ìû íàçûâàåì ñîñòîÿíèÿ
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè çíà÷åíèÿ âñåõ ôîðìóë ëîãèêè
PCTL â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ ñîâïàäàþò. Àëãîðèòì ðå-
äóêöèè ÂÑÏ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âû÷èñëåíèå êëàñ-
ñîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîÿíèé àíàëèçèðóåìîé ÂÑÏ
è ñêëåéêó ýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèé.

5.2 Ýêâèâàëåíòíîñòü ÂÑÏ

Ïóñòü çàäàíû äâå ÂÑÏ:

Di = (Si, s
0
i , Pi, Li) (i = 1, 2) (9)

Ìû áóäåì íàçûâàòü ñîñòîÿíèÿ s1 ∈ S1 è s2 ∈ S2

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè äëÿ êàæäîé ôîðìóëû f ëî-
ãèêè PCTL âåðíî ðàâåíñòâî s1(f) = s2(f).

Åñëè ñîñòîÿíèÿ s1 è s2 ýêâèâàëåíòíû, òî ìû áó-
äåì îáîçíà÷àòü ýòî çàïèñüþ s1 ∼ s2.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ÂÑÏ D1 è D2 âèäà (9) ýê-
âèâàëåíòíûìè, åñëè s0

1 ∼ s0
2. Åñëè ÂÑÏ D1 è D2

ýêâèâàëåíòíû, òî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòîò ôàêò çà-
ïèñüþ D1 ∼ D2.

Åñëè ÂÑÏ D1 è D2 ñîâïàäàþò, è S � ìíîæåñòâî
èõ ñîñòîÿíèé, òî áèíàðíîå îòíîøåíèå íà S, ñîñòîÿ-
ùåå èç âñåõ ïàð (s1, s2), òàêèõ, ÷òî s1 ∼ s2, ÿâëÿåòñÿ



îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ýòî îòíîøåíèå ñèìâîëîì ∼.

Îòíîøåíèå ∼ ìîæåò áûòü íàéäåíî ïðè ïîìîùè
àëãîðèòìà, èçëàãàåìîãî â ïóíêòå (5.3).

5.3 Ðåäóêöèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïå-

ðåõîäîâ

5.3.1 Çàäà÷à ðåäóêöèè ÂÑÏ

Ïóñòü çàäàíà ÂÑÏ D = (S, s0, P, L).
Çàäà÷à ðåäóêöèè ÂÑÏ D çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðî-

åíèè ÂÑÏ D′, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà D, è ÷èñëî ñî-
ñòîÿíèé êîòîðîé ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ñîñòîÿíèé ÂÑÏ
D.

Èçëàãàåìûé â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå àëãîðèòì ðå-
äóêöèè ÂÑÏ ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì îáîáùåíèåì
àëãîðèòìà ðåäóêöèè äåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ.
Èäåÿ äàííîãî àëãîðèòìà îñíîâàíà íà îòîæäåñòâëå-
íèè íåðàçëè÷èìûõ ñîñòîÿíèé ÂÑÏ:

• àëãîðèòì âû÷èñëÿåò êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
S1, . . . , Sk ìíîæåñòâà S, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàç-
áèåíèþ ρ(PCTL), è

• ÂÑÏ D ïðåîáðàçóåòñÿ ïóòåì óäàëåíèÿ ñîñòîÿ-
íèé â êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè S1, . . ., Sk (è ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ïåðåîïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ïå-
ðåõîäà), äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ ïî îäíî-
ìó ñîñòîÿíèþ â êàæäîì èç ýòèõ êëàññîâ.

Â ðåçóëüòàòå ýòèõ óäàëåíèé ïîëó÷àåòñÿ èñêîìàÿ ÂÑÏ
D′.

5.3.2 Ïîñòðîåíèå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ñîñòî-
ÿíèé ðåäóöèðóåìîé ÂÑÏ

Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà S ñîñòîÿíèé ÂÑÏ D = (S, s0,
P, L), ñîîòâåòñòâóþùåå ýêâèâàëåíòíîñòè ρ(PCTL),
âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Âû÷èñëÿåòñÿ ðàçáèåíèå Σ0, ñîîòâåòñòâóþùåå îò-
íîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ρ(AP ). Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî ρ(AP ) = {(s1, s2) ∈ S × S | L(s1) =
L(s2)}.

2. Çàòåì ðàáîòàåò öèêë, ñîñòîÿùèé èç ñëåäóþùèõ
øàãîâ.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî i ≥ 0 îïðåäåëåíû

• îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ρi, êîòîðîå èìå-
åò âèä ρ(Fm) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
Fm ôîðìóë ëîãèêè PCTL, ïðè÷åì AP ⊆
Fm, è

• ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðàçáèåíèå Σi, êîòî-
ðîå ñîñòîèò èç êëàññîâ Si

1, . . . , S
i
k.

Îáîçíà÷èì çàïèñÿìè Σi
1, . . . ,Σ

i
k � ñòðîêè ìàò-

ðèöû πi, ñîîòâåòñòâóþùåé äåòåðìèíèðîâàííîé
ÑÔ πi : S → Σi, è ϕΣi

1 , . . . , ϕΣi

k � ñïèñîê ôîðìóë,

òàêèõ, ÷òî ∀ j = 1, . . . , k S(ϕΣi

j ) = Σi
j .

Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ρi+1 íà
S:

ρi+1 def
= ρi ∩ ρ(XϕΣi

1 , . . . ,XϕΣi

k ). (10)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ρi = ρ(Fm) äëÿ íåêî-
òîðîãî ìíîæåñòâà Fmôîðìóë ëîãèêè PCTL, òî
ρi+1 = ρ(Fm ∪ {XϕΣi

1 , . . . ,XϕΣi

k }).
Ðàçáèåíèå Σi+1, ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèþ ρi+1,
ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• âû÷èñëÿþòñÿ âåêòîð-ñòîëáöû

S(XϕΣi

j ) = P · Σi
j (11)

(êàæäûé èç êîòîðûõ, êàê íåòðóäíî âèäåòü,
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé íåêîòîðûõ ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû P : äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , k âåêòîð-
ñòîëáåö (11) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òàêèõ ñòîëá-
öîâ s ìàòðèöû P , äëÿ êîòîðûõ s ∈ Sj)

• êëàññû ðàçáèåíèÿ Σi+1 ïîëó÷àþòñÿ ïóò¼ì
èçìåëü÷åíèÿ êëàññîâ ðàçáèåíèÿ Σi: â îäèí
è òîò æå êëàññ ðàçáèåíèÿ Σi+1 ïîïàäàþò
òàêèå ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì êîìïîíåíòû âåêòîðîâ (11) ñîâïà-
äàþò äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , k.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

(a) Σi+1 = Σi. Â ýòîì ñëó÷àå èñêîìîå ðàçáèå-
íèå ρ(PCTL) íàéäåíî: îíî ñîâïàäàåò ñ Σi.
Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà ρi+1 = ρi è
èç îïðåäåëåíèÿ (10) ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

ρi ⊆ ρ(XϕΣi

1 , . . . ,XϕΣi

k ) (12)

Ïîñêîëüêó ρi = ρ(Fm) äëÿ íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà Fm ôîðìóë ëîãèêè PCTL, ïðè÷åì
AP ⊆ Fm, òî îòñþäà ñëåäóåò æåëàåìîå ðà-
âåíñòâî ρi = ρ(PCTL).

(b) Σi 6= Σi+1. Â ýòîì ñëó÷àå ìû óâåëè÷èâàåì
i íà 1 è âîçâðàùàåìñÿ â íà÷àëî öèêëà (ò.å.
âûïîëíÿåì øàã 2 ñ óâåëè÷åííûì çíà÷åíè-
åì i).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òàêèõ âîçâðàùåíèé
ìîæåò áûòü íå áîëüøå êîëè÷åñòâà ýëåìåí-
òîâ ìíîæåñòâà S (ò.ê. ðàçáèåíèå Σi+1 ÿâ-
ëÿåòñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ Σi).



5.3.3 Óäàëåíèå ýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèé èç
âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ

Ïóñòü ÂÑÏ D = (S, s0, P, L) ñîäåðæèò ïàðó ýêâèâà-
ëåíòíûõ ñîñòîÿíèé s1, s2, ãäå s1 6= s0. Îïðåäåëèì
ÂÑÏ

D1
def
= (S1, s

0, P1, L1) (13)

ãäå S1
def
= S \ {s1}, ∀ s, s′ ∈ S1

P1(s, s′)
def
=

{
P (s, s′) + P (s, s1) åñëè s′ = s2

P (s, s′) åñëè s′ 6= s2

∀ s ∈ S1 L1(s)
def
= L(s).

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà P1 ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðè-
öû P ïðèáàâëåíèåì ê ñòîëáöó s2 ñòîëáöà s1, è óäà-
ëåíèåì ñòðîêè s1 è ñòîëáöà s1, è ìàòðèöà L1 ïîëó-
÷àåòñÿ èç ìàòðèöû L óäàëåíèåì ñòðîêè s1.

Íèæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà-
÷åíèÿ. Ïóñòü A � ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÑÔ âè-
äà S →

r
S. Äëÿ êàæäîãî s ∈ S ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

• çàïèñüþ A\~s ìàòðèöó, ïîëó÷àåìóþ èç A óäàëå-
íèåì ñòðîêè s, è

• çàïèñüþ A\s↓ � ìàòðèöó, ïîëó÷àåìóþ èç A óäà-
ëåíèåì ñòîëáöà s.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöû P1 è L1 ñâÿçàíû ñ
ìàòðèöàìè P è L ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P1 = (idS\~s1) · P · idS(s1, s2, 1) · (idS\s↓1)
L1 = (idS\~s1) · L (14)

ãäå idS(s1, s2, 1) � ìàòðèöà, ïîëó÷àåìàÿ èç ìàòðèöû
idS çàìåíîé â íåé ýëåìåíòà â ñòðîêå s1 ñòîëáöå s2 íà
1.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ÂÑÏ (13) ïîëó÷àåòñÿ èç
ÂÑÏ D ïóòåì óäàëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ s1, ýêâèâà-
ëåíòíîãî ñîñòîÿíèþ s2. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÂÑÏ
(13), êàæäîå å¼ ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ñîñòîÿ-
íèåì ÂÑÏ D.

Äëÿ êàæäîãî s ∈ S1 è êàæäîé ôîðìóëû f ëîãèêè
PCTL ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñÿìè sD(f) è sD1

(f)
çíà÷åíèÿ ôîðìóëû f â ñîñòîÿíèè s â ÂÑÏ D è D1

ñîîòâåòñòâåííî, è çàïèñÿìè SD(f) è SD1(f) � âåêòîð-
ñòîëáöû çíà÷åíèé ôîðìóëû f â ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ D
è D1 ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ÂÑÏ (13) ïîëó÷àåòñÿ èç ÂÑÏ
D ïóòåì óäàëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ s1, ýêâèâàëåíòíîãî ñî-
ñòîÿíèþ s2. Òîãäà ∀ s ∈ S1 sD1(f) = sD(f).

5.3.4 Îïèñàíèå àëãîðèòìà ðåäóêöèè ÂÑÏ

Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàíèåì èçëàãàåìîãî íèæå
àëãîðèòìà ðåäóêöèè ÂÑÏ D = (S, s0, P, L). Ýòîò àë-
ãîðèòì èìååò ñëåäóþùèé âèä.

1. Âû÷èñëÿåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé
ÂÑÏ D, ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèþ ýêâèâà-

ëåíòíîñòè R
def
= ρ(PCTL) (äëÿ ýòîãî âûïîëíÿ-

þòñÿ äåéñòâèÿ, èçëîæåííûå â ïóíêòå 5.3.2).

2. Èñêîìàÿ ÂÑÏ D′ ñòðîèòñÿ ïóò¼ì óäàëåíèÿ ñî-
ñòîÿíèé èç ÂÑÏ D è ïåðåîïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
ïåðåõîäà è îòíîøåíèÿ R ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(a) Åñëè îòíîøåíèå R ñîäåðæèò ïàðó (s1, s2),
òàêóþ, ÷òî s1 6= s2, è s2 6= s0, òî âûáå-
ðåì ïðîèçâîëüíóþ òàêóþ ïàðó (s1, s2), è
ïðåîáðàçóåì êîìïîíåíòû ÂÑÏ D îïèñûâà-
åìûì íèæå îáðàçîì. Ìû áóäåì èçëàãàòü
äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå â òåðìèíàõ ãðàôà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ÂÑÏ D (äàííûé ãðàô
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì D).

i. Åñëè ãðàô D ñîäåðæèò ðåáðî ñ íà÷à-
ëîì â íåêîòîðîé âåðøèíå s è ñ êîí-
öîì s2, òî äàííîå ðåáðî óäàëÿåòñÿ, à ê
ìåòêå ðåáðà ñ íà÷àëîì â s è ñ êîíöîì
â s1 ïðèáàâëÿåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ìåò-
êå óäàë¼ííîãî ðåáðà. Äàííàÿ îïåðàöèÿ
âûïîëíÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà èìåþòñÿ
ð¼áðà ñ êîíöîì â s2.

ii. Âåðøèíà s2 óäàëÿåòñÿ, è êðîìå òîãî
óäàëÿþòñÿ âñå ð¼áðà, âûõîäÿùèå èç ýòîé
âåðøèíû.

iii. Èç R óäàëÿþòñÿ âñå ïàðû, ñîäåðæàùèå
s2, è ïåðåõîäèì íà øàã 2a.

(b) Åñëè êàæäàÿ ïàðà, âõîäÿùàÿ â R, èìååò
âèä (s, s), òî çàâåðøàåì ðàáîòó.

6 Ïðèìåð ðåäóêöèè âåðîÿòíîñò-

íîé ñèñòåìû ïåðåõîäîâ

Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìàòðèâàåì ïðèìåð ðåäóêöèè
âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ïðîòîêîëà ïåðåäà÷è ñîîáùå-
íèé ÷åðåç íåíàä¼æíûé êàíàë ñâÿçè, â êîòîðîì ïå-
ðåñûëàåìûå ñîîáùåíèÿ ìîãóò ïðîïàäàòü èëè èñêà-
æàòüñÿ. Ïðîòîêîë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó, ñî-
ñòîÿùóþ èç äâóõ àãåíòîâ - îòïðàâèòåëÿ è ïîëó÷àòå-
ëÿ, à òàêæå êàíàëà, â êîòîðûé ïîìåùàþòñÿ ñîîáùå-
íèÿ, ïåðåñûëàåìûå îò îäíîãî àãåíòà äðóãîìó àãåíòó.
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôàêò èñêàæåíèÿ ïîëó÷àåìûõ
ñîîáùåíèé ìîæåò áûòü óñòàíîâëåí, è åñëè èñõîäíîå
ñîîáùåíèå íå ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíî èç èñêàæ¼í-
íîãî, òî îòïðàâèòåëü ïîëó÷àåò ñèãíàë î íåîáõîäèìî-
ñòè ïîâòîðíîé ïîñûëêè ýòîãî ñîîáùåíèÿ. Êàê òîëüêî
ñîîáùåíèå óñïåøíî äîõîäèò äî ïîëó÷àòåëÿ, îòïðàâè-
òåëþ ïîñûëàåòñÿ ñèãíàë ïîäòâåðæäåíèÿ óñïåøíîãî
ïîëó÷åíèÿ, è îí ïåðåõîäèò ê îòïðàâêå ñëåäóþùåãî



ñîîáùåíèÿ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñèãíàëû è ïîä-
òâåðæäåíèÿ îòïðàâèòåëþ íå ïðîïàäàþò è íå èñêà-
æàþòñÿ â êàíàëå.

Ãðàôîâàÿ ìîäåëü ýòîãî ïðîòîêîëà èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä:
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(15)

Ïåðåõîäû â ýòîì ãðàôå èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë.

1. Ïåðåõîä s0
1→ s1 çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè îò-

ïðàâèòåëåì îò âíåøíåãî èñòî÷íèêà ñîîáùåíèÿ,
êîòîðîå äîëæíî áûòü ïåðåäàíî ÷åðåç êàíàë ïî-
ëó÷àòåëþ.

2. Ïåðåõîä s1
0.8→ s2 çàêëþ÷àåòñÿ â ïîìåùåíèè ñî-

îáùåíèÿ â êàíàë îòïðàâèòåëåì, ïðè÷¼ì ñîîá-
ùåíèå â êàíàëå íå èñêàæàåòñÿ.

3. Ïåðåõîä s1
0.2→ s4 çàêëþ÷àåòñÿ â ïîìåùåíèè ñî-

îáùåíèÿ â êàíàë îòïðàâèòåëåì, ïðè÷¼ì ñîîá-
ùåíèå â êàíàëå èñêàæàåòñÿ.

4. Ïåðåõîä s2
0.3→ s1 çàêëþ÷àåòñÿ â ïîòåðå íåèñ-

êàæ¼ííîãî ñîîáùåíèÿ â êàíàëå è ïîñûëêå îò-
ïðàâèòåëþ ñèãíàëà î íåîáõîäèìîñòè ïîâòîðíîé
ïåðåäà÷è.

5. Ïåðåõîä s4
0.3→ s1 çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñûëêå îòïðà-

âèòåëþ ñèãíàëà î òîì, ÷òî èñõîäíîå ñîîáùåíèå
íå ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíî èç èñêàæ¼ííîãî
ñîîáùåíèÿ è äîëæíî áûòü ïåðåäàíî ïîâòîðíî.

6. Ïåðåõîä s2
0.7→ s3 çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåäà÷å íåèñ-

êàæ¼ííîãî ñîîáùåíèÿ èç êàíàëà ïîëó÷àòåëþ.

7. Ïåðåõîä s4
0.7→ s5 çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëå-

íèè èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ èç èñêàæ¼ííîãî è ïå-
ðåäà÷å âîññòàíîâëåííîãî ñîîáùåíèÿ ïîëó÷àòå-
ëþ.

8. Ïåðåõîäû s3
1→ s0 è s5

1→ s0 çàêëþ÷àþòñÿ â
ïîëó÷åíèè ñîîáùåíèÿ ïîëó÷àòåëåì è ïîñûëêå
èì îòïðàâèòåëþ óâåäîìëåíèÿ î òîì, ÷òî ïîëó-
÷åíèå ñîîáùåíèÿ áûëî âûïîëíåíî óñïåøíî.

Îäíî èç ñâîéñòâ ïðîòîêîëà, ïðåäñòàâëåííîãî ìî-
äåëüþ (15). çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäîå ñîîáùå-
íèå, ïîëó÷åííîå îòïðàâèòåëåì îò âíåøíåãî èñòî÷-
íèêà, áóäåò ñ âåðîÿòíîñòüþ ≥ 0.9 äîñòàâëåíî ïîëó-
÷àòåëþ íå áîëåå ÷åì ÷åðåç 5 åäèíèö âðåìåíè. Äëÿ
ôîðìàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî ñâîéñòâà ìû áó-
äåì ïîëàãàòü ìíîæåñòâî AP àòîìàðíûõ óòâåðæäå-
íèé ñîñòîÿùèì èç îäíîé ïåðåìåííîé p, è ýòà ïåðå-
ìåííàÿ ïðèíèìàåò â ñîñòîÿíèè s0 (15) çíà÷åíèå 1, à
â îñòàëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ (15) � çíà÷åíèå 0. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìíîæåñòâî 2AP ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ: ∅ è
{p}. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè ýëåìåíòû ñèìâîëàìè
0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ôîðìóëà ëîãèêè PCTL, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óêàçàí-
íîìó âûøå ñâîéñòâó, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

G((¬p)→ P≥0.9(F≤5p)) (16)

ãäå ñèìâîë ≥ â äàííîé ôîðìóëå îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ
âèäà

≥: [0, 1]× [0, 1]→ {0, 1}

êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò ïàðå (a, b) ∈ [0, 1] × [0, 1] ýëå-
ìåíò 1, åñëè a ≥ b, è 0 � èíà÷å.

Àíàëèçèðóåìàÿ ÂÑÏ ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà (15)
ïðèïèñûâàíèåì ê êàæäîé åãî âåðøèíå s ìåòêè L(s),
êîòîðàÿ ðàâíà 1, åñëè s = s0, è 0, èíà÷å. Äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôîðìóëû (16) â ñîñòîÿíèÿõ ýòîé
ÂÑÏ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïèñàííûé âûøå ìåòîä ðå-
äóêöèè.

Ìàòðèöó P , ñîîòâåòñòâóþùóþ äàííîé ÂÑÏ ìû
ïðåäñòàâèì â âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû:

s0 s1 s2 s3 s4 s5

s0 0 1 0 0 0 0
s1 0 0 0.8 0 0.2 0
s2 0 0.3 0 0.7 0 0
s3 1 0 0 0 0 0
s4 0 0.3 0 0.7 0 0
s5 1 0 0 0 0 0

Âû÷èñëåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ρ(PCTL) äëÿ àíà-
ëèçèðóåìîé ÂÑÏ ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Âû÷èñëÿåòñÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ρ0, êî-
òîðîå ñîñòîèò èç âñåõ ïàð (s1, s2) ∈ S × S, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó L(s1) = L(s2).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, çíà÷åíèå p â s0 ðàâíî 1,
è â êàæäîì s ∈ S (ãäå S � ìíîæåñòâî ñîñòî-
ÿíèé àíàëèçèðóåìîé ÂÑÏ), òàêîì, ÷òî s 6= s0,
çíà÷åíèå p ðàâíî 0, òî L(s0) = 1 è ∀ s ∈ S \
{s0} L(s) = 0. Cëåäîâàòåëüíî, Σ0 ñîñòîèò èç
äâóõ êëàññîâ

{s0}, {s1, s2, s3, s4, s5} (17)



2. Ìàòðèöà π0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äåòåðìèíèðîâàí-
íîé ÑÔ

π0 : S → Σ0

èìååò âèä

s0 1 0
s1 0 1
s2 0 1
s3 0 1
s4 0 1
s5 0 1

Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà P ·π0. Äàííàÿ ìàò-
ðèöà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

s0 0 1
s1 0 1
s2 0 1
s3 1 0
s4 0 1
s5 1 0

(18)

Ïî ìàòðèöå (18) íåòðóäíî âû÷èñëèòü îòíîøå-
íèå ρ1 è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðàçáèåíèå Σ1.
Èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ρ1 íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò, ÷òî ñîñòîÿíèÿ s è s′ íàõîäÿòñÿ â îäíîì
è òîì æå êëàññå ðàçáèåíèÿ Σ1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíè îáà íàõîäÿòñÿ â îäíîì è òîì
æå êëàññå èç ñïèñêà (17), è êðîìå òîãî ñòðîêè
ìàòðèöû (18), ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿì s è
s′, ñîâïàäàþò.

Ðàçáèåíèå Σ1 áóäåò ñîñòîÿòü èç òðåõ êëàññîâ
(èçìåëü÷èòñÿ âòîðîé êëàññ â (17), à ïåðâûé êëàññ
îñòàíåòñÿ òåì æå), ýòè êëàññû èìåþò ñëåäóþ-
ùèé âèä:

{s0}, {s1, s2, s4}, {s3, s5} (19)

3. Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà π1, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ÑÔ

π1 : S →
r

Σ1

Äàííàÿ ìàòðèöà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

s0 1 0 0
s1 0 1 0
s2 0 1 0
s3 0 0 1
s4 0 1 0
s5 0 0 1

Ïðîèçâåäåíèå P · π1 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

s0 0 1 0
s1 0 1 0
s2 0 0.3 0.7
s3 1 0 0
s4 0 0.3 0.7
s5 1 0 0

Ïîñëå ýòîãî, äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,
êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, âû÷èñëÿåì êëàññû
ðàçáèåíèÿ Σ2, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýêâèâàëåíòíî-
ñòè ρ2. Òàêèõ êëàññîâ áóäåò ÷åòûðå (èçìåëü-
÷èòñÿ âòîðîé êëàññ â (19), à ïåðâûé è òðåòèé
êëàññû îñòàíóòñÿ òåìè æå), ýòè êëàññû èìåþò
ñëåäóþùèé âèä:

{s0}, {s1}, {s2, s4}, {s3, s5} (20)

4. Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà π2, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ÑÔ

π2 : S →
r

Σ2

Äàííàÿ ìàòðèöà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

s0 1 0 0 0
s1 0 1 0 0
s2 0 0 1 0
s3 0 0 0 1
s4 0 0 1 0
s5 0 0 0 1

Ïðîèçâåäåíèå P · π2 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

s0 0 1 0 0
s1 0 0 1 0
s2 0 0.3 0 0.7
s3 1 0 0 0
s4 0 0.3 0 0.7
s5 1 0 0 0

(21)

Ïîñëå ýòîãî, äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,
êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, âû÷èñëÿåì êëàññû
ðàçáèåíèÿ Σ3, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýêâèâàëåíòíî-
ñòè ρ3. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî êëàññû ðàçáè-
åíèÿ Σ3 áóäóò èìåòü òî÷íî òàêîé æå âèä, ÷òî
è êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçáèåíèÿ Σ2. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî èñêîìîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà S
íà êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèé ïîñòðîåíî,
îíî èìååò âèä (20).



Òåïåðü ìîæíî ïðèñòóïèòü ê óäàëåíèþ èçáûòî÷-
íûõ ñîñòîÿíèé (òàê, ÷òîáû ñðåäè îñòàâøèõñÿ ñîñòî-
ÿíèé áûëî ðîâíî ïî îäíîìó ñîñòîÿíèþ èç êàæäîãî
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè (20)). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ìîæíî óäàëèòü ñîñòîÿíèÿ s4 è s5. Ïîñëå óäàëåíèÿ
äàííûõ ñîñòîÿíèé ãðàô (15) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:
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0.3

(22)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôîð-
ìóëû (16) â ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ (15) ñâîäèòñÿ ê çàäà-
÷å âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôîðìóëû (16) â ñîñòîÿíèÿõ
ÂÑÏ (22), ÷òî òðåáóåò âûïîëíåíèÿ ìåíüøåãî ÷èñëà
îïåðàöèé, ÷åì çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôîðìó-
ëû (16) â ñîñòîÿíèÿõ èñõîäíîé ÂÑÏ.

7 Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçëîæåí àëãîðèòì ðåäóêöèè âå-
ðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ, èäåÿ êîòîðîãî çàêëþ-
÷àåòñÿ â óäàëåíèè èçáûòî÷íûõ ñîñòîÿíèé. Îòìåòèì,
÷òî â ðåçóëüòàòå òàêîé ðåäóêöèè ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ
ÂÑÏ, êîòîðàÿ õîòÿ è íå ñîäåðæèò ðàçëè÷íûõ ýêâèâà-
ëåíòíûõ ñîñòîÿíèé, íî òåì íå ìåíåå ìîæåò íå ÿâëÿòü-
ñÿ ìèíèìàëüíîé ïî ÷èñëó ñîñòîÿíèé ñðåäè âñåõ ÂÑÏ,
ýêâèâàëåíòíûõ èñõîäíîé ÂÑÏ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âñòà-
åò âîïðîñ îá àëãîðèòìå íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîé
ïî ÷èñëó ñîñòîÿíèé ÂÑÏ, ýêâèâàëåíòíîé çàäàííîé
ÂÑÏ, è èññëåäîâàíèè åäèíñòâåííîñòè òàêîé ìèíè-
ìàëüíîé ÂÑÏ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäõîäÿùèì îáðàçîì
ñôîðìóëèðîâàííîãî ïîíÿòèÿ èçîìîðôèçìà). Òàêæå
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ïðîáëåì ìèíè-
ìèçàöèè äðóãèõ êëàññîâ ìîäåëåé, ñâÿçàííûõ ñ âåðî-
ÿòíîñòíîé âåðèôèêàöèåé, â ÷àñòíîñòè, ìèíèìèçàöèè
ìàðêîâñêèõ ðåøàþùèõ ïðîöåññîâ.
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